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Проблема коректного вирішення задачі багатокритеріального вибору 

альтернатив на основі методів зведення кількох критеріїв до одного 
 

Резюме. У статті аналізується випадок багатокритеріальної задачі вибору, коли методи зведення 

кількох критеріїв до одного не забезпечують розрізнення різних за природою альтернатив і, відповідно, 

можливість вибору. Автори дослідили підхід до вибору, який полягає в ієрархічній кластеризації в 

просторі кількох узагальнених критеріїв. 
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Постановка проблеми. Одними з 

найрозповсюджених задач управління є задачі 

вибору альтернатив, коли особі, яка приймає 
рішення (ОПР), для реалізації вибору 

надаються оцінки альтернатив. Альтернативи, 

як правило, оцінюються в ієрархічній системі 

критеріїв. Методів оцінювання існує багато. 
Вони відрізняються один від одного 

формальними підходами опису важливості 

критеріїв, оцінок і здійснення операції 
узагальнення, тобто отримання узагальненої 

оцінки на базі кількох часткових оцінок. В 

принципі, прийняття рішення за таким 

способом є досить банальним, оскільки оцінки 
можна відсортувати за зростанням і 

автоматично обрати альтернативу з 

максимальною (мінімальною) оцінкою. За 
такою схемою ОПР можна навіть виключити. 

Така схема використовується в багатьох 

дослідженнях, але існує випадок, коли схема 
не працює. Зазначимо одразу, що цей випадок 

торкається не лише властивостей формальних 

підходів, а й філософії вибору. 

По-перше, існує випадок, коли дві різні 
альтернативи мають однакові оцінки в 

узагальненому критерії вищого рівня, але їх 

оцінки в підпорядкованих критеріях є 
різними, що вказує на різну природу і 

властивості альтернатив. Це є проявом 

своєрідної нечутливості оцінок, до якої 
призводить операція узагальнення, не важливо 

від того, яким методом вона зроблена. Якщо 

ОПР отримує дві альтернативи з однаковими 

оцінками, то він не має жодної інформації для 
усвідомленого вибору найкращої серед них, 

оскільки інформація про розрізнення втрачена 

під час узагальнення в головному критерії, 
хоча зберігається в критеріях нижчого рівня. 

Втім, за згаданою процедурою вибору ця 

інформація не може бути використана. 

По-друге, виникає питання: чи завжди 
припустимо використовувати цю схему 

вирішення задач вибору, якщо є згаданий 

випадок? Відповідь – ні. В складних 

багатокритеріальних задачах ієрархічна 
система критеріїв не завжди спроможна 

представити і врахувати усі нюанси прийняття 

рішень. Зокрема, не всі величини піддаються 
формалізації і можуть бути коректним чином 

включені до ієрархії критеріїв оцінки. Другій 

варіант: існують не виведені на усвідомлений 

рівень критерії, які взагалі неможливо 
формалізувати. В таких випадках більш 

справедливою буде схема, коли для ОПР 

надається кілька альтернатив у вигляді 
“формальних” оцінок, а ОПР самостійно 

обирає серед них ті, які вважає кращими, 

враховуючи неформалізовані критерії 
самостійно. Формальні оцінки відіграватимуть 

роль обмежень, за які ОПР не рекомендується 

виходити. Тоді в задачі вибору ми 

відчуватиме формальний ефект від системи 
критеріїв оцінки і неформальній ефект від 

участі ОПР в процесі вибору альтернатив. 

Нижче розглянуто згаданий виключний 
випадок і доведено, що здійснити в ньому 

усвідомлений вибір неможливо. Тоді 

прагнучи, щоб надані ОПР оцінки “відчували” 
природу альтернатив було запропоновано 

перейти на менш узагальнений рівень 

критеріїв і розглянути альтернативи на ньому. 

Щоб отримати чіткі рекомендації для ОПР 
було запропоновано використати ієрархічну 

кластеризацію альтернатив в просторі 

критеріїв менш узагальненого рівня. Метод 
ієрархічної кластеризації дозволяє 

забезпечити розподіл альтернатив по класах. 
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Якщо нерозрізнювальні альтернативи будуть 

віднесені до різних класів, то це покаже ОПР, 
що їх природа (склад оцінок в 

підпорядкованих критеріях) буде різною і 

вони мають розглядатись окремо як різні 
варіанти рішення.  

Аналіз останніх досліджень і 

публікацій. Розглянемо існуючі публікації 

стосовно вибору альтернатив на основі 
багатокритеріальних оцінок, отриманих 

шляхом узагальнення багатьох критеріїв до 

одного. На сьогодні існує дуже багато таких 
робіт в різних галузях науки. Тому не будемо 

ставити за мету охарактеризувати усі роботи, 

а коротко розглянемо представників різних 

методів в галузі озброєнь. 
В роботі [1] автори запропонували 

оцінювати системи озброєння (СО), 

аналізуючи їх спроможності в різних умовах 
бойового застосування. Це дослідження для 

оцінки альтернатив використовує техніку 

співвіднесення зразка озброєння з еталонним 
зразком TOPSIS (The Technique for Order of 

Preference by Similarity to Ideal Solution). В 

роботі [2] автори запропонували оцінювати 

СО за допомогою ієрархії спроможностей, на 
нижчому рівні якого розташовані тактико-

технічні характеристики, а на верхньому – 

узагальнена оцінка. Проміжні критерії ієрархії 
описують спроможності на відповідних рівнях 

узагальнення. Підхід забезпечує використання 

і якісних, і кількісних даних. Агрегування 
оцінок в ієрархії критеріїв здійснюється за 

допомогою основних мас ймовірності (basic 

probability mass). Дослідження [3] присвячено 

оцінюванню часткового критерію – зручності 
графічного інтерфейсу користувача в людино-

машинних СО. Метод узагальнення оцінок 

заснований на аналітичному ієрархічному 
процесі. 

В цілому, на сьогодні відомо два 

великих класи підходів для оцінювання і 

вибору альтернатив. Це відносний і 
абсолютний. 

Відносний підхід передбачає порівняння 

альтернатив між собою. Найбільш відомим 
представником цього підходу є метод 

аналітичного ієрархічного процесу, 

запропонованого Сааті [4]. Головним 
недоліком цього підходу є неадекватність 

оцінок у випадку, коли серед наявних 

альтернатив не існує жодної припустимої. 

Крім того, обчислювальна складність методу 
(кількість потрібних парних порівнянь) та не-

вибірковість значно росте у випадку 

збільшення кількості альтернатив і критеріїв 
(рекомендується не перевищувати кількість 7-

9). Цей підхід використано в багатьох 

дослідженнях, пов’язаних з оцінкою і вибором 
СО. Зокрема, дослідження [5] вирішує задачу 

оцінки і відбору проєктів СО з врахуванням 

оптимального набору проєктів у портфелі на 
основі сполучення методу аналітичного 

ієрархічного процесу і цілочислової 

оптимізації. Дослідження [6-8] 

використовують різні комбінації методів 
аналітичного ієрархічного процесу і 

трикутних нечітких чисел для оцінки 

ефективності СО. Робота [9] присвячена 
вибору основного бойового танка на основі 

оцінок експертів. Оцінки описані за 

допомогою лінгвістичних термінів, які 

апроксимовані трапецієвидними нечіткими 
числами. Для визначення групових оцінок 

експертів автори використали нечіткий метод 

Делфі з усередненням нечіткого рейтингу 
експертів і ваг критеріїв. 

Абсолютний підхід передбачає 

порівняння наявних альтернатив з певним 
еталоном, який описує найкращу 

альтернативу. Цей підхід не має недоліків 

відносного підходу. Прикладом використання 

підходу може бути дослідження [10], 
присвячене визначенню оптимальних СО. 

Автори дослідження [11] запропонували 

оцінювати СО шляхом порівняння з ідеальним 
(еталонним) рішенням, структура якого є 

багатокритеріальною і враховує нечіткість 

даних. В роботі [12] описано методику, 
засновану на представленні нечіткими 

числами лінгвістичних змінних для опису ваг 

критеріїв і даних, які описують значення 

альтернатив. Для агрегування оцінок 
використовується нечіткий центроїд 

(середньозважене центрів мас критерію і 

оцінки). Для узагальнення оцінок по 
ієрархічній системі критеріїв автори 

дослідження [13] запропонували механізм 

виводу, заснований на використанні 

інтервальних нечітких чисел. В роботі [14] 
запропоновано метод оцінки на основі 

відносної відстані Hwang’s між двома 

трикутним нечіткими числами, які описують 
оцінки експертів. Для вибору кращої 

альтернативи використано ранжування 

нечітких чисел. Дослідження [15] представляє 
один з нових методів багатокритеріальної 

оцінки, коли потрібно враховувати одночасне 

існування двох модальностей оцінок: 

нечіткості і випадковості, що часто 
притаманне для вибору СО. Запропонований 

метод заснований на обчисленні центру ваг р-

мірної синтетичної хмари, яке описує 
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багатомірний простір ваг індексів. Можна 

згадати багато інших робіт. 
З аналізу відомих досліджень і 

публікацій зробимо певні висновки. Сучасні 

дослідження в цілому надають багато уваги 
задачам оцінки і вибору, у тому числі СО, що 

свідчить про їх актуальність на практиці. 

Задача оцінки в роботах розглядається як 

ієрархічна багатокритеріальна задача і частіше 
за все на верхньому рівні узагальнення 

розглядається один критерій. Використовують 

і якісні, і кількісні шкали для опису 
параметрів альтернатив та, відповідно, 

критеріїв нижнього рівня ієрархії. В якості 

інструменту узагальнення найбільш часто 

використовується середньозважене звичайних 
або нечітких чисел-оцінок, максимін (мінімум 

між важливістю кожного критерію і 

відповідною критеріальною оцінкою і потім 
максимум серед отриманих мінімумів), 

нечітко-інтегральне числення. Не було 

знайдено будь-яких згадувань про виключні 
випадки, коли процедура “багатокритеріальна 

оцінка альтернатив – ранжування 

альтернатив” не забезпечувала б 

однозначності усвідомленого вибору 
альтернатив. 

Мета статті має подвійний контекст. 

Мета полягає, по-перше, в демонстрації 
випадку, коли різні за природою альтернативи 

відомими багатокритеріальними методами 

оцінюються як рівнозначні, що робить 
неможливим обґрунтований вибір однієї з 

них. По-друге, мета полягає – у розробці і 

перевірці результативності нової процедури 
“багатокритеріальна оцінка альтернатив – 

кластеризація альтернатив”, яка має подолати 

згаданий випадок на основі методу ієрархічної 

кластеризації в просторі критеріїв, 
підпорядкованих головному узагальненому 

критерію.  

Виклад основного матеріалу зробимо 
відповідно до двох зазначених елементах 

мети. 

Демонстрація проблеми коректного 

вирішення задачі багатокритеріального 
вибору на основі методів зведення кількох 

критеріїв до одного. 

Розглянемо процедуру 
“багатокритеріальна оцінка альтернатив – 

ранжування альтернатив”, де перший етап є 

основним і найбільш складним, а другий етап 
вирішується дуже просто, наприклад добре 

відомим [16] “бульбашковим” алгоритмом 

сортування. 

Загальна схема багатокритеріального 
оцінювання в абсолютному підході показана 

на рис. 1. Відносний підхід не будемо 

розглядати, оскільки отримані далі висновки 
можна розповсюдити і на цей підхід.  

 

Альтернатива 

Параметри 

альтернативи 

 

Система 

критеріїв 

еталона 

Еталон 
Головний 

критерій 

Рівень 

відповідності 

альтернативи 

еталону 

 
Рис. 1. Загальна схема багатокритеріального оцінювання відповідно до абсолютного підходу 

 

Задача багатокритеріального 
оцінювання виникає, коли необхідно 

розрахувати відповідність альтернатив 

уявленням експерта про ідеальну 
альтернативу (еталон). Наприклад, задача 

прогностичного оцінювання ефективності СО, 
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яка залежить від дальності дії, ймовірності 

ураження, швидкості тощо. Людина має 
уявлення про найбільш ефективну СО, 

значення її еталонних параметрів. Вимірюючи 

ці параметри конкретної СО за допомогою 
певних шкал і порівнюючи їх з еталонними, 

людина отримує критеріальні оцінки цієї СО. 

Їх фізичний смисл – оцінки рівня збігу 

поточних параметрів СО з еталонними 
значеннями. Потім ці оцінки узагальнюються 

з врахуванням важливості критеріїв і 

розраховується узагальнена прогностична 
оцінка ефективності СО. 

Отже, еталоном є сукупність критеріїв 

оцінювання. На вищому рівні ієрархії 

розташований єдиний головний узагальнений 
критерій, який уособлює узагальнену оцінку 

альтернатив. На нижчому рівні ієрархії 

розташовані критерії, які визначають 
універсальну множину параметрів 

альтернатив. Параметри альтернатив повністю 

співпадають з критеріями нижчого рівня в 
ієрархії. Ці критерії є неподільними 

категоріями оцінки. Неподільність означає те, 

що ці критерії утворюють універсальну 
множину міркувань – множину, на якій 

здійснюються початкові вимірювання. 

Під час розв’язування задачі спочатку 
оцінюють параметри кожної альтернативи за 

допомогою каналів спостереження [17], потім 

оцінки порівнюють з критеріями еталона. 

Отримані оцінки порівнюють з еталонними 
значеннями в критеріях наступного рівня 

ієрархії і так далі до головного критерію 

оцінки. В результаті розраховують узагальнені 
оцінки кожної альтернативи, які трактують як 

оцінку відповідності наявної альтернативи 

еталонній альтернативі. Цю оцінку частіше за 

все розраховують в обраній решітці, 

наприклад в інтервалі [0,1]. 
Розглянемо структуру спрощеного 

прикладу задачі оцінювання, показану на 
рис. 2, де стрілки позначають напрям 

розрахунків. 

 
 

Рис. 2. Структура спрощеного прикладу задачі оцінювання 
 

Еталон складається з чотирьох 

критеріїв: одного узагальненого 𝐺𝐶 і трьох 

підпорядкованих 𝐶 = {𝑐𝑗| 𝑗 = 1,3̅̅ ̅̅ }. Стрілки 

показують напрям розрахунку, який є 
зворотнім відношенню підпорядкування 

критеріїв. До задачі входить також множина з 

трьох альтернатив: 𝐴 = {𝑎𝑖| 𝑖 = 1,3̅̅ ̅̅ }. Ці 

альтернативи будуть демонструвати 
виключний випадок. Зробимо такі позначення: 

𝑣(𝑎𝑖|𝑐𝑗) ∈ [0,1] – оцінка альтернативи 𝑎𝑖 

по критерію 𝑐𝑗; 

𝑣(𝑎𝑖|𝐺𝐶) ∈ [0,1] – узагальнена оцінка 

альтернативи 𝑎𝑖 по узагальненому критерію 

𝐺𝐶; 

𝑒(𝑐𝑗) – значення важливості критерію 𝑐𝑗 . 

В якості формального інструменту 

узагальнення оцінок альтернатив по часткових 

критеріях 𝑣(𝑎𝑖|𝑐𝑗) ∈ [0,1] розглянемо три 

найбільш поширені методи:  

середньозважене: 

𝑣𝑊𝐴(𝑎𝑖|𝐺𝐶) =
∑ (𝑣(𝑎𝑖|𝑐𝑗) ∙  𝑒(𝑐𝑗))𝑗=1,3̅̅ ̅̅

∑  𝑒(𝑐𝑗)𝑗=1,3̅̅ ̅̅
; 

максимінна композиція:  

Узагальнений критерій (𝐺𝐶) 

Критерій 1 (𝑐1) Критерій 2 (𝑐2) Критерій 3 (𝑐3) 

Альтернатива 1 

Альтернатива 2 

Альтернатива 3 

Еталон 
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𝑣𝑀𝑀(𝑎𝑖|𝐺𝐶) = max
𝑗=1,3̅̅ ̅̅

min (𝑣(𝑎𝑖|𝑐𝑗), 𝑒(𝑐𝑗)) ; 

нечіткий інтеграл Сугено:  

𝑣𝐹𝐼(𝑎𝑖|𝐺𝐶) = (𝑠) ∫ 𝑣(𝑎𝑖|𝑐𝑗) ∘

𝑐𝑗∈𝐶

 𝑒(∙), 

де 𝑒(∙): 2𝐶 → [0,1] – нечітка міра важливості 

критеріїв з щільністю 𝑒(𝑐𝑗). 

В Табл. 1 представлені значення всіх 

функцій в представленому прикладі задачі 

оцінювання. 

 

Таблиця 1 
Значення функцій в представленому прикладі задачі оцінювання 

Критерії з 𝐶 𝑐1 𝑐2 𝑐3 

Важливості 

критеріїв з 𝐶 
𝑒(𝑐1) 𝑒(𝑐2) 𝑒(𝑐3) 

1 0.25 1 

Оцінювання альтернативи 𝑎1 

Оцінки 

альтернативи 𝑎1 в 

критеріях з 𝐶 

𝑣(𝑎1|𝑐1) 𝑣(𝑎1|𝑐2) 𝑣(𝑎1|𝑐2) 

1 0.2 0.1 

Узагальнена оцінка 𝑣𝑊𝐴(𝑎1|𝐺𝐶) 1.15/2.25 = 0.51 

Узагальнена оцінка 𝑣𝑀𝑀(𝑎1|𝐺𝐶) 1 

Узагальнена оцінка 𝑣𝐹𝐼(𝑎1|𝐺𝐶) 0.5 

Оцінювання альтернативи 𝑎2 

Оцінки 

альтернативи 𝑎2 в 

критеріях з 𝐶 

𝑣(𝑎2|𝑐1) 𝑣(𝑎2|𝑐2) 𝑣(𝑎2|𝑐2) 

0.1 0.2 1 

Узагальнена оцінка 𝑣𝑊𝐴(𝑎2|𝐺𝐶) 1.15/2.25 = 0.51 

Узагальнена оцінка 𝑣𝑀𝑀(𝑎2|𝐺𝐶) 1 

Узагальнена оцінка 𝑣𝐹𝐼(𝑎2|𝐺𝐶) 0.5 

Оцінювання альтернативи 𝑎3 

Значення 

параметрів альтернативи 

𝑎3 

𝑣(𝑎3|𝑐1) 𝑣(𝑎3|𝑐2) 𝑣(𝑎3|𝑐2) 

0.06 0.2 0.07 

Узагальнена оцінка 𝑣𝑊𝐴(𝑎3|𝐺𝐶) 0.18/2.25 = 0.08 

Узагальнена оцінка 𝑣𝑀𝑀(𝑎3|𝐺𝐶) 0.2 

Узагальнена оцінка 𝑣𝐹𝐼(𝑎3|𝐺𝐶) 0.2 
 

Добре видно, що альтернативи 𝑎1 і 𝑎2 

отримали однакові узагальнені оцінки для 

однакових методів узагальнення. Для різних 

методів, звичайно, ці оцінки є різними. Це 

пояснюється різною логікою операторів 

узагальнення. Оцінки третьої альтернативи 

значно відрізняються від них. Також видно, що 

альтернативи 𝑎1 і 𝑎2 відрізняються одна від 

одної виключно тим, що оцінки першого і 

третього параметрів змінені місцями. Отже 

виходить, що ці альтернативи мають різну 

природу (через різні критеріальні оцінки), але 

найбільш поширені методи дають однакові 

узагальнені оцінки альтернатив. Апріорі можна 

стверджувати, що й інші методи дадуть 

аналогічний результат.  

Виключення, тобто певне розрізнення 

оцінок цих альтернатив можуть дати методи, які 

враховують, наприклад, позицію 

підпорядкованих критеріїв. Якщо представити 

важливості критеріїв і оцінки альтернативи у 

вигляді двох функцій, то відстань між ними 
можна асоціювати з узагальненою оцінкою. 

Відстані, що враховують позиції критеріїв, 

можна знайти в роботі Деза [18]. Втім 

використання таких відстаней потребує 

додаткових досліджень. Є можливими й інші 

методи. 

Відсутність розрізнення узагальнених 

оцінок альтернатив 𝑎1 та 𝑎2 можна пояснити 

нечутливістю методів узагальнення або тим, що 

під час узагальнення втрачається певна 

інформація, хоча це мало що дає на практиці. 

Виявлена нечутливість призводить до 

неможливості ОПР обрати потрібну 

альтернативу, відштовхуючись від узагальнених 

оцінок. Звичайно, можна перейти на рівень 

підпорядкованих критеріїв і аналізувати їх. Але, 

якщо кількість таких критеріїв буде значною, 

може виникнути помилка через недостатні 

ергономічні спроможності людини, які 

обмежуються 7-9 критеріями [19]. 

Причина виникнення нечутливості 

полягає в однаковій важливості і високій 

пріоритетності критеріїв 𝑐1 і 𝑐2. Це досить 

жорстка умова в задачах оцінювання, але вона 
часто продиктована практикою. 

Продемонструємо абсурдність поєднання 
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критеріїв 𝑐1 і 𝑐2 до узагальненого критерію 𝐺𝐶. 

Для цього розглянемо приклад щодо вибору СО. 

Нехай потрібно вирішити задачу вибору кращої 

СО серед тих, що пропонуються на ринку. 

Задача вибору базується на задачі оцінки. 

Система критеріїв оцінки має задовольняти 

наступним вимогам, які витікають з теорії 

систем і особливостей задачі. 

Головним фокусом оцінки СО є 

ефективність експлуатації, яка оцінюється з 

точки зору ефективності експлуатації на 

трьох-етапному циклі: “бойове застосування”, 
“логістика”, “технічне обслуговування і 

ремонт”. Ці критерії є критеріями верхнього 

рівня, який передує рівню максимального 
узагальнення. Замітимо, що множини 

критеріїв, які відповідають етапам 

експлуатації, перетинаються незначно або 
взагалі не перетинаються одна з одною. В цій 

системі серед критеріїв, підпорядкованих 

критерію “бойове застосування”, наприклад, 

може знаходитись критерій “мертва зона”, 
який характеризує відстань (висоту), де СО ще 

не може діяти. Цей критерій дуже важливий 

для ракетних СО. З іншого боку, серед 
критеріїв, підпорядкованих критерію 

“логістика” може знаходитись критерій 

“національне виробництво боєприпасів”. Цей 
критерій визначає, чи може держава 

самостійно виробляти боєприпаси для цієї 

СО? Це теж дуже важливий критерій. Як 

порівняти “мертву зону” і “національне 
виробництво боєприпасів” або обґрунтовано 

визначити, що важливіше? Які аргументи 

можна привести, що один критерій важливіше 
іншого і наскільки? Очевидно, що ці критерії 

не можна порівнювати. В противному випадку 

вся система критеріїв стає розбалансованою за 

смислом. Всі критерії в ієрархії або в її 
окремій гілці повинні мати єдиний зрозумілий 

контекст. Оцінки СО будуть мати смисл, який 

визначається цим контекстом. Наприклад, 
швидкість руху по бездоріжжю для 

транспортно-зарядних машин може 

розглядатись в контексті швидкої зміни 
позиції батареї, але й в контексті можливості 

підвозу боєприпасів з віддаленої бази 

озброєння. 

Добре відомо правило: порівнювати 
подібне. Подібність визначає наявність 

згаданого вище контексту. Інакше виникає 

дилема на кшталт що краще або що 
важливіше: гаряче чи жовте? Взагалі, як 

показано в роботі [20], зведення 

багатокритеріального вибору до вибору по 
одному критерію є можливим за 

припущенням, що людина міркуватиме 

раціонально. Але, в разі порівняння критеріїв, 

які слабко співвідносяться один з одним, таке 
припущення представляється невиправданою 

абстракцією. 

Для забезпечення вибору по одному 
критерію в задачі оцінки ефективності 

експлуатації СО необхідно порівнювати між 

собою критерії: бойове застосування, 

логістика, технічне обслуговування і ремонт. 
Ці критерії теж погано порівнюються між 

собою, оскільки характеризують різні етапи 

експлуатації СО, які практично не 
перетинаються. Як мінімум два з них мають 

приблизно однакову важливість: бойове 

застосування та технічне обслуговування і 

ремонт. Логістика може здійснюватися 
спеціальними підрозділами, що не 

обов’язково входять до складу СО. Тому з 

великою можливістю можна очікувати, що 
при призначенні ваг критеріїв експерт буде 

відчувати утруднення і буде суб’єктивізувати 

свій вибір, несвідомо додаючи індивідуальні 
переваги. 

Одним з можливих рішень може бути 

вибір альтернатив на основі методу Еджворта-

Парето, але він базується на техніці 
регуляризації, яка за суттю все одно зводить 

багато критеріїв до одного, використовуючи в 

деяких випадках логічну згортку [21] або 
відношення більш слабкого упорядкування 

замість суворого упорядкування. 

Дослідження процедури вибору, 
заснованої на поєднанні багатокритеріальної 

оцінки та ієрархічної кластеризації. 

Виходячи з викладеного вище можна 

зробити проміжний висновок. Оскільки СО є 
дуже складними системами і формальні 

методи не завжди можуть врахувати усі 

нюанси і обставини їх експлуатації, доцільно 
перейти на більш низький рівень критеріїв, 

підпорядкованих узагальненому. Тим самим 

доцільно залишити право кінцевого вибору 

ОПР, але одночасно запропонував спосіб 
зменшення кількості альтернатив, які 

рекомендуються для прийняття рішення щодо 

вибору. Таким способом переходу на більш 
низький рівень критеріїв зменшення кількості 

альтернатив може бути метод ієрархічної 

кластеризації в просторі кількох критеріїв 
максимального рівня узагальнення. 

Метод багатокритеріальної оцінки 

описано вище. Метод ієрархічної 

кластеризації передбачає вирішення задачі 
вибору в такі етапи. 

1. Оцінюються всі альтернативи в 

системі критеріїв, яка не має єдиного 
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узагальненого критерію. В задачі вибору СО 

це три критерія ефективності експлуатації. 
2. З оцінюваних альтернатив 

формується еталонна альтернатива, яка 

складається з найкращих оцінок альтернатив в 
критеріях найвищого рівня узагальнення. 

Тобто, якщо за першим таким критерієм 

найкращу оцінку має третя альтернатива, то 

ця оцінка присвоюється оцінці першого 
критерія еталонної альтернативи. Аналогічно 

формуються оцінки інших критеріїв. 

3. В просторі критеріїв вищого рівня 

узагальнення вирішується задача ієрархічної 

кластеризації. В ієрархічній кластеризації 

кількість кластерів заздалегідь невідома. 

Результатом кластеризації є одна або кілька 

альтернатив, які максимально еквівалентні 

еталонній альтернативі. Чим вище рівень 

еквівалентності, на якому наявні альтернативи 

об’єднуються в один клас з еталонною, тим 

менш розмір підмножини альтернатив, які 

надаються для прийняття рішення щодо вибору. 

4. Особа, яка приймає рішення, здійснює 

кінцевий вибір, враховуючи додаткові 

неформальні фактори. 

Далі розглянемо математичний опис 

методу ієрархічної кластеризації і розглянутий 

вище виключний випадок. Еталонна 

альтернатива позначена індексом 𝑖 = 1. 

Відповідно, нумерація інших альтернатив 

зсувається на одиницю. 

Загальна схема ієрархічної кластеризації 

полягає в отриманні відношення схожості між 

альтернативами, наприклад, на основі відстані 

Хемінга і перетворення відношення схожості у 

відношення еквівалентності за допомогою 

транзитивного замкнення (див., наприклад, 

роботу [22]). Необхідність транзитивного 

замкнення обумовлена тим, що відношення 

схожості не є транзитивним. Добавимо, що 

відношення еквівалентності можна побудувати й 

іншими способами [23].  

Відношення еквівалентності визначає 

вкладену систему варіантів розбиття на множині 

альтернатив. Кількість класів і кількість 

альтернатив в кожному класі буде залежати від 

обраного рівня еквівалентності. Результатом 

роботи алгоритму буде клас альтернатив, який 

має максимальний рівень еквівалентності і 

містить як мінімум одну альтернативу поряд з 

еталонною. 

Одним з можливих підходів до 

формування еталонної альтернативи є 

призначення її критеріальним оцінкам 

максимальних оцінок серед усіх альтернатив в 

кожному критерії вищого рівня узагальнення, 

тобто: 

𝑣(𝑎1|𝑐𝑗) = max
𝑖=2,𝑁𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑣(𝑎𝑖|𝑐𝑗) , 𝑗 = 1,3 ̅̅ ̅̅ ̅, 

де 𝑁𝐴 – потужність множини альтернатив. 

З врахуванням еталонної альтернативи, 

потужність множини альтернатив має бути 

збільшена на одиницю: 𝑁𝐴
∗ = 𝑁𝐴 + 1. Алгоритм 

вибору має три кроки. 

Крок 1. Розрахунок нечіткого відношення 

схожості. 

Отже, для кожної альтернативи за 

допомогою методу багатокритеріальної оцінки 

були отримані оцінки  𝑣(𝑎𝑖|𝑐𝑗), 𝑗 = 1,3̅̅ ̅̅ , 𝑖 = 2, 𝑁𝐴
∗̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

Ці оцінки віддзеркалюють рівень схожості 

альтернативи з еталоном оцінки, який описано 

за допомогою ієрархії критеріїв. Рівень схожості 

альтернатив 𝑎𝑚 і 𝑎𝑛 може бути отриманий 

наступним чином: 

𝑠(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛) = 1 − 𝜗(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛), ∀𝑚, 𝑛 ∈ 1, 𝑁𝐴
∗̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 

де 𝜗(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛) =
1

3
∙ ∑ |𝑣(𝑎𝑚|𝑐𝑗) − 𝑣(𝑎𝑛|𝑐𝑗)|𝑐𝑗∈𝑍  – 

нормована відстань Хемінга. 

Усі оцінки схожості між альтернативами 

утворюють відношення схожості 𝑆(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛) =
{𝑠(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛)}. Замітимо, що відстань Хемінга 

досить широко використовується для отримання 

відношення схожості в різноманітних задачах 

(див., наприклад, роботу [24]). 

Крок 2. Розрахунок нечіткого відношення 

еквівалентності. 

Як було зазначено вище, транзитивне 

замкнення відношення схожості дає відношення 

еквівалентності: 

𝑅(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛) = ⋃ 𝑆𝑟(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛),

𝑟𝑚𝑎𝑥

𝑟=1

 

де 𝑆𝑟(𝑎𝑚, 𝑎𝑛) = 𝑆𝑟−1(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛)°𝑆(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛) – 

максимінна композиція [25]; 

𝑟 – індекс ітерацій; 

𝑟𝑚𝑎𝑥 – значення індексу ітерацій, коли 

𝑆𝑟(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛) = 𝑆𝑟−1(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛). 

Крок 3. Розбиття відношення 

еквівалентності на класи і формування множини 

рішень. 

Для формування кластерів достатньо 

розглянути 𝛼-рівні функції належності нечіткого 

відношення 𝑅(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛). 𝛼-рівневе представлення 

нечіткого відношення еквівалентності може 

бути записано наступним чином: 

𝑅(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛) = { ⋃ 𝛼 ∙ 𝑅𝛼(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛)

∝∈[0,1]

|𝑅𝛼(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛): 𝐴 × 𝐴 → [0,1]}.                          (∗) 

𝛼-рівнем нечіткого відношення 𝑅 називають звичайне відношення 𝑅𝛼 , яке визначається таким 

чином: 
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𝑅𝛼 = {(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛) ∈ 𝐴 × 𝐴}|𝑅(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛) ≥ 𝛼. 
Якщо звичайне відношення 𝑅𝛼  ототожнити з його характеристичною функцією, то можна 

записати: 

𝑅𝛼(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛) = {
1, 𝑅(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛) ≥ 0,

0, 𝑅(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛) ≤ 0.
 

 

Якщо 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, множину 𝐴 можна розділити на 𝑁𝑐 підмножин (класів), які не 

перетинаються: 

𝑅𝛼(𝑎𝑚 , 𝑎𝑛) = { ⋃ 𝑅𝛼
𝑐 (𝑎𝑚 , 𝑎𝑛)

𝑝=1,𝑁𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅

|∀𝑅𝛼
𝑐 ∩ 𝑅𝛼

𝑟 = ∅, 𝑟 ≠ 𝑐}. 

Отже, після вибору 𝛼-рівня ми 
отримаємо множину варіантів розбиття на 

множині 𝐴. Смисл 𝛼-рівня полягає в 

наступному. Чим вище 𝛼-рівень, тим більш 

суворі вимоги до еквівалентності альтернатив 

в одному кластері. Якщо 𝛼 = 1, то 𝑁𝑝 = 𝑁𝐴
∗ і 

кожний клас включає в себе лише одну 
альтернативу або кілька повністю 

еквівалентних одна одній альтернатив (з 

врахуванням еталонної альтернативи). Якщо 

𝛼 = 0, то 𝑁𝑝 = 1 і ми отримаємо єдиний клас, 

який включає в себе всі альтернативи. Обидва 
випадки є тривіальними рішеннями. 

Результатом алгоритму буде 

підмножина (клас) 𝐴𝑑 ∈ 𝐴, яка буде містити 

еталонну альтернативу 𝑎1. Оскільки 

тривіальним рішенням є 𝐴𝑑 = 𝐴, то необхідно 

обмежити розмір 𝐴𝑑 . Тут потенційно можливі 

два шляхи: 

за допомогою завдання рівня 𝛼𝑒𝑠𝑡 ≠ 0, 

для котрого 𝑎1 ∈ 𝐴𝑑  

𝐴𝑑 = 𝑎1 ∪ 𝐴′, 𝐴′ = {𝑎𝑚|𝑅𝛼𝑒𝑠𝑡
(𝑎1, 𝑎𝑚) = 1}

≠ ∅; 
за допомогою завдання кількості альтернатив 

𝑁𝐴𝑑  підмножини 𝐴𝑑  

𝐴𝑑 = 𝑎𝑒𝑡 ∪ 𝐴′, 𝐴′

= {𝑎𝑚|𝑅𝛼(𝑎𝑒𝑡 , 𝑎𝑚)
= 1}, 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴′) = 𝑁𝐴𝑑 . 

Тобто, щоб виділити з всієї множини 

альтернатив підмножину для прийняття 

рішення щодо вибору, необхідно встановити 
або рівень еквівалентності, або максимальний 

розмір підмножини еквівалентних 

альтернатив. 

Вирішення задачі вибору в розглянутому 
виключному випадку запропонованим 

способом. 

В Табл. 2 наведені оцінки альтернатив, 
включаючи еталонну альтернативу, в 

критеріях з множини 𝐶. 

 

 
 

Таблиця 2 
Оцінки альтернатив 

Критерії 

Альтернативи 
𝑐1 𝑐2 𝑐3 

𝑎2 1 0.1 0.01 

𝑎3 0.01 0.1 1 

𝑎4 0.06 0.2 0.07 

𝑎1 1 0.2 1 
 

В Табл. 3 наведені оцінки еквівалентності альтернатив, отримані відповідно до 

формули (*). 

Таблиця 3 
Оцінки еквівалентності альтернатив 

Альтернат

иви 
𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎1 

𝑎2 1 0.637 0.637 0.637 

𝑎3 0.637 1 0.638 0.637 

𝑎4 0.637 0.638 1 0.637 

𝑎1 0.637 0.637 0.637 1 

На рис. 3 наведено розбиття альтернатив на класи еквівалентності. 
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Рис. 3. Розбиття альтернатив на класи еквівалентності 

Отже, аналіз розрахунків показує 
наступне. 

Альтернативи 𝑎2 і 𝑎3 опинились в 

різних класах еквівалентності, що на перший 
погляд спонукає до висновку про чутливість 

запропонованого методу і потребу розглядати 

ці альтернативи окремо. На такий висновок 

також наводить об’єднання альтернатив 𝑎3 і 

𝑎4 на рівні 𝛼 = 0.637, що також зберігає 

розрізнення між альтернативами 𝑎2 і 𝑎3. Але 

такий висновок важко вважати надійним, 
оскільки жодна з альтернатив не увійшла в 

один клас спільно з еталонною альтернативою 

𝑎1, що свідчить про збереження 

невизначеності вибору. 
Висновки. В задачі 

багатокритеріального вибору, яка відноситься 

до класу задач управління, існує складний 
виключний випадок, коли найбільш 

пріоритетні критерії на вищому рівні ієрархії 

критеріїв мають однакову можливість, а 

оцінки альтернатив за цими критеріями 
відрізняються лише місцями критеріїв. Це 

дуже складна задача вибору, коли оцінки 

альтернатив в критеріях нижчих рівнів 
ієрархії є різними (різна природа оцінок), а на 

вищих рівнях – ідентичними. Вирішення такої 

задачі традиційними поширеними методами, 
заснованими на зведенні багатьох критеріїв до 

одного, не дає результату – альтернативи 

неможна розрізнити і надати відповідні 

рекомендації особі, яка приймає рішення. За 
суттю, таке рішення є максимально 

невизначеним. Такий випадок не є 

результатом необґрунтованої абстракції. На 
практиці він зустрічається досить часто. Тому 

процедура вибору вимагає вдосконалення і це 

питання торкається філософії задачі вибору. 

Щоб врахувати природу таких 
альтернатив, автори зробили спробу 

оперувати на рівні критеріїв, підпорядкованих 

узагальненому критерію. Але у випадку 
збільшення кількості таких критеріїв ОПР 

буде відчувати утруднення під час порівняння 

внаслідок обмежених ергономічних 
спроможностей людини. Навіть три 

альтернативи за трьома критеріями формують 
дев’ять елементів порівняння – гранична межа 

ергономічних спроможностей за Сааті. Тому 

запропоновано сполучення одного з 
багатокритеріальних методів і методу 

ієрархічної кластеризації в просторі критеріїв 

нижчого рівня з використанням еталонної 

альтернативи, яка відіграє роль правила 
регуляризації. Також запропоновано 

формувати еталонну альтернативу з 

максимальних оцінок наявних альтернатив в 
критеріях. Розрахунки показали, що це дало 

певний результат, зокрема те, що 

альтернативи утворили різні класи і це 
свідчить про їх розрізнення. Але, якщо 

виходити від логіки кластеризації, такій 

висновок не можна вважати надійним, 

оскільки жодна альтернатива не утворила клас 
спільно з еталонною альтернативою. За суттю, 

висока невизначеність зберіглася і 

розглянутий випадок вимагає додаткових 
досліджень. 

Основними напрямами подальших 

досліджень доцільно вважати такі: 

вдосконалення порядку визначення 
еталонної альтернативи; 

уточнення порядку формування 

неявного еталону, зокрема за рахунок зміни 
множини часткових критеріїв, а також за 

рахунок розгляду додаткових властивостей 

критеріїв; 
дослідження зміни результатів 

кластеризації у разі формування відношення 

схожості між альтернативами за допомогою 

інших метрик, ніж відстань Хемінга. 
Результати цих досліджень плануються 

до публікації в наступних працях. 
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The problem of correct solution of the multicriteria selection problem based on methods of 

reducing several criteria to one 
 

Annotation 

The article analyzes the case of a multi-criteria selection problem, when methods of reducing 

several criteria to one do not provide a distinction between alternatives of different nature and, 

accordingly, the possibility of choice. An approach to the choice is investigated, which consists in 
hierarchical clustering in the space of several generalized criteria. 

The method of hierarchical clustering involves solving the problem of choice in the following 

stages. 
1. All alternatives are evaluated in a system of criteria that does not have a single generalized 

criterion. In the task of selecting a weapon system, these are three criteria of operational effectiveness: 

combat use, logistics, maintenance and repair. 
2. From the evaluated alternatives, a reference alternative is formed, which consists of the best 

evaluations of alternatives in the criteria of the highest level of generalization. 

3. In the space of criteria of the highest level of generalization, the problem of hierarchical 

clustering is solved. In hierarchical clustering, the number of clusters is unknown in advance. The result 
of clustering is one or more alternatives that are as equivalent as possible to the reference alternative. 

4. The decision maker makes the final choice, taking into account additional informal factors. 

The main areas for further research should be considered as follows: 
improving the procedure for determining the reference alternative; 

clarification of the procedure for forming an implicit criterion, in particular by changing the set of 

partial criteria, as well as by considering additional properties of the criteria; 

studying the change in the results of clustering in the case of forming a similarity ratio between 
alternatives using metrics other than Heming's distance. 

Keywords: multicriteria evaluation; selection of alternatives; additive convolution; fuzzy-integral calculus; 

Pareto set. 

 


