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Алгоритм нечітких кількісних обчислень для оперативних розрахунків 
 

Резюме . У статті пропонується новий алгоритм нечіткої арифметики (виконання арифметичних 

операцій з операндами, які представлені як нечіткі числові величини) для виконання оперативних 

розрахунків. На відміну від відомих алгоритмів, запропонований алгоритм ефективно стримує збільшення 
носія результату послідовності кількох арифметичних операцій, що робить його придатним для 

оперативних розрахунків в умовах невизначеності. 
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Постановка проблеми. Виконання 

арифметичних обчислень під час оперативних 

розрахунків на практиці майже завжди 
пов’язано з кількісними величинами, значення 

яких можна визначити лише приблизно. 

Відстань до лінії зіткнення, кількість 
озброєння та військової техніки, час 

виконання маневру є лише деякими 

прикладами таких величин. 

Невизначеність кількісних величин 
може мати різну природу та породжуватись 

неповнотою даних, неточністю лінгвістичного 

опису, а також іншими причинами. Для 
виконання арифметичних розрахунків 

користувач повинен мати як мінімум три 

інструменти для: 
завдання значень вихідних нечітких 

величин; 

розрахунку значень результуючих 

нечітких величин (для виконання більшості 
арифметичних розрахунків часто цілком 

достатньо використовувати чотири базові 

арифметичні операції: додавання, віднімання, 
множення та ділення, а також ранжування); 

розрахунку характеристик результуючих 

нечітких величин для прийняття рішення. 

Ці інструменти мають відповідати таким 
вимогам: 

результати розрахунків не повинні 

суперечити властивостям арифметичних 
операцій; 

невизначеність результатів має бути 

коректною композицією невизначеності 
вихідних величин, тобто результати повинні 

зберігати природу (характер) невизначеності 

вихідних величин; 

результати мають бути придатними, щоб 
ухвалити рішення; 

обчислювальна складність 

арифметичних операцій, по можливості, має 

бути мінімальною, щоб забезпечити 
комфортну роботу для користувача. 

З цих точок зору далі розглянемо відомі 

підходи до обробки числової невизначеності, 
їх зручність використання на практиці, а також 

запропонуємо новий алгоритм арифметичних 

операцій. На додаток також дамо посилання 

для завантаження надбудови для Microsoft 
Excel, в якій реалізовано цей алгоритм. 

Аналіз останніх досліджень і 

публікацій. Нечіткі числа та нечітка 
арифметика були введені Заде [1] та 

вдосконалені Дюбуа, Прадом [2], а також 

іншими дослідниками, у тому числі Ягером 
[3], Міцумото і Танакой [4]. 

Нечіткі числа. У загальному випадку 

нечітким числом 𝐴 називають нечітку 

множину з носієм, визначеним на множині 

дійсних чисел: 𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × [0,1]: 𝑦 =
𝜇𝐴(𝑥)}, де 𝜇𝐴(𝑥) – функція належності. 

Дослідники часто розрізняють нечіткі 
числа та нечіткі інтервали. Нечітким 

інтервалом називають [5] стандартну 

нормальну нечітку множину, визначену на 

множині дійсних чисел, у якого носій є 

обмеженим і 𝛼-рівневі зрізи є закритими 

інтервалами, зокрема: 

𝐴 є нормальною нечіткою множиною, 

якщо існує замкнений інтервал [𝑏, 𝑐], такий 

що ∀ 𝑥 ∈ [𝑏, 𝑐],  𝑏, 𝑐 ∈ ℝ,  𝑏 ≤ 𝑐 виконано 

𝜇𝐴(𝑥) = 1; 

𝛼-зріз 𝐴 є замкненим інтервалом 

𝐴 = {𝑥 ∈ ℝ ∣ 𝜇𝐴(𝑥) ≥ 𝛼 ∈ (0, 1]} 
𝛼 ; 

носій 𝐴 є обмеженим Supp𝐴 =
{𝑥 ∈ ℝ ∣ 𝜇𝐴(𝑥) > 0}. 
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Функція належності нечіткого інтервалу 

записується так: 

𝜇𝐴(𝑥) = {

𝑓𝐴(𝑥),
1,

𝑔𝐴(𝑥),
0,  

при 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏),

при 𝑥 ∈ [𝑏, 𝑐],

при 𝑥 ∈ (𝑐, 𝑑],
в інших випадках,

      (1) 

де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ,  𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐 ≤ 𝑑, 𝑓𝐴(∙) – 
зростаюча функція, безперервна справа; 

𝑔𝐴(∙) – спадна функція, безперервна зліва. 

Нечітким числом називають нечіткий 
інтервал з одномодальною функцією 

належності: 𝜇𝐴(𝑥) = 1 для виключно одного 

𝑥 ∈ ℝ. 

Нечіткі числа дозволили описувати 

числову невизначеність, яка зумовлена 
різними причинами, наприклад: 

статистичний розкид значень унаслідок 

випадкових зовнішніх впливів; 
неточний опис значення змінної; 

невпевненість унаслідок незнання. 

Нечітка арифметика. Реалізація будь-

якої арифметичної операції ⨂ на двох 

нечітких числах 𝐴 і 𝐵 виходить з використання 

принципу розширення Заде: 

𝜇𝐶(𝑧) = sup
𝑧=𝑥⨂𝑦

min{𝜇𝐴(𝑥),  𝜇𝐵(𝑦)}, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  ℝ, (2) 

де 𝜇𝐶(𝑧)– функція належності результату 𝐶 =
𝐴⨂𝐵. 

Використовуючи 𝛼-рівневе уявлення 

нечітких інтервалів, вираз (2) можна записати 

так: 

(𝐴⨂𝐵) = {𝑥⨂𝑦 = 𝑧 ∣ 〈𝑥, 𝑦〉 ∈ 𝐴𝛼 × 𝐵𝛼 }, (3) 

де операція поділу 𝐴 вимагає 𝐵, щоб ∀𝛼 ∈
(0, 1], 𝑦 = 0 ∉ 𝐵 

𝛼 . 

Пізніші вдосконалення арифметики 

нечітких чисел були спрямовані на вирішення 

кількох питань, одним з яких є виконання 
властивостей арифметичних операцій, 

аналогічних властивостям арифметики 

дійсних чисел, зокрема [6]: комутативність, 
асоціативність, дистрибутивність, властивості 

нуля, властивості одиниці, властивості 

множення. Важливими питаннями є 
збереження виду функції належності та 

мінімізація помилок при апроксимації 

нечітких чисел алгебраїчними функціями. 
Дослідники часто використовують [7] 

нечіткі числа з трикутними функціями 

належності: 𝑓𝐴(𝑥) =
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
,   𝑔𝐴(𝑥) =

𝑑−𝑥

𝑑−𝑐
,   𝑏 = 𝑐 

в. 

У цьому випадку виконання 
арифметичних операцій спрощується, а 

результат розраховується за допомогою 

кількох виразів алгебри. Однак, якщо функції 
належності операндів представлені 

несиметричними трикутниками, виникає 

питання про форму функції належності 
результату, як показано на рис. 1. Дослідження 

[8] підтверджує, що в разі множення форма 

функції належності не зберігається. 

 
Рис. 1. Зміна форми функції належності при сумуванні двох трикутних нечітких чисел 𝑨 і 𝑩 

Як видно, що функція належності 
результату може мати форму, відмінну від 

форми функцій належності обох операндів. 

Цей факт не може бути раціонально 

пояснений. Обчислювальна складність 
арифметичних операцій із трикутними 

нечіткими числами є мінімальною, але на 

практиці помилки апроксимації нечітких 
величин можуть бути досить значними. 

Представлення нечітких чисел трапеціями [9], 

п’ятикутниками [10], кусково-лінійними 

функціями [11] чи нелінійними функціями 
належності [12–14] зменшує ці помилки, 

проте питання форми функції належності 

результату залишається. Дослідження [15] 

наголошує на втраті інформації у разі 
використання трикутних нечітких чисел і 

пропонує використовувати дискретизовані 

нечіткі числа для вирішення інженерних 
завдань. 

У загальному випадку арифметичні 

операції з нечіткими числами не є суворими з 
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точки зору арифметики дійсних чисел, 

оскільки деякі властивості потребують заміни 
відношення суворої рівності більш слабким 

відношення еквівалентності [6]. Тому в роботі 

[16] для опису нечітких чисел 
використовуються додаткові елементи 

(зокрема орієнтація), які частково 

забезпечують виконання правил арифметики 

дійсних чисел. Робота [17] присвячена 
виконанню властивості одиниці для множення 

нечітких чисел. 

Нетрадиційною областю досліджень є 
представлення нечітких арифметичних 

операцій на тензорній основі [18]. 

Ранжування нечітких чисел. У багатьох 

додатках ранжування нечітких чисел є 
необхідним для прийняття рішення, наприклад 

вибору кращої альтернативи, яка описана 

нечітким числом. Зазвичай для ранжирування 
використовують дефазифікацію, тобто 

розрахунок однієї або декількох характеристик 

(індексів), які узагальнюють інформацію, що 
міститься у нечіткому числі. Ці показники 

мають різну інформативність. Тому вибір 

найбільш показової характеристики залежить 

від умов конкретного завдання. Огляд 
характеристик нечітких чисел можна знайти у 

дослідженні [19], де автори пропонують 

використовувати медіанне значення та 
медіанний інтервал. 

У дослідженні [20] автори пропонують 

новий індекс – евклідова відстань від нуля до 
центральної точки нечіткого числа, яка 

враховує і потужність носія нечіткого числа, і 

функцію належності. Запропонований індекс 

забезпечує високу вибірковість навіть у 
важких та неоднозначних випадках. 

Важливими додатковими характеристиками, 

які можуть поліпшити рішення, є: ентропія 

(огляд підходів до використання ентропії 
можна знайти в дослідженні [21], а 

дослідження [22] пропонує простий метод для 

обчислення ентропії добутку двох нечітких 
інтервалів), міра ймовірності нечітких подій 

[23], нечітка міра відстані [23], кардинальність 

[25, 26]. 

Використання відомих підходів для 
вирішення завдань на практиці .Багато 

згаданих вище підходів прагнуть суворо 

виконати властивості арифметичних операцій 
і одночасно зменшити обчислювальну 

складність за рахунок представлення нечітких 

чисел у вигляді трикутників, трапецій або 

апроксимації. Не можна погодитися з думкою 
[14], що у практичних завданнях основна мета 

полягає не в тому, щоб точно змоделювати 

експертні судження, а в тому, щоб знайти 
гарне інженерне рішення. Іншими словами, 

автори [14] допускають використання 

спрощених виразів для функцій належності. 
На нашу думку, важливим є і точний опис 

експертних суджень, і їх коректні 

перетворення. 

З цієї точки зору, інструменти для 
вирішення задач на практиці повинні дати 

можливість користувачеві представляти 

нечіткі числа з довільною формою функції 
належності. Найбільш підходящим способом 

представлення нечітких чисел є дискретизація. 

Як показано в дослідженні [15], дискретизація 
може бути реалізована шляхом поділу на 

однакові інтервали або осі абсцис (носій 

нечіткого числа), або осі ординат (функція 

належності). У першому випадку нечітке 
число представляється як множина пар: 

𝐴 = {(𝑥𝑖 , µ(𝑥𝑖)),  𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,  𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 =
𝑑−𝑎

𝑛−1
,  𝑥0 = 𝑎,  𝑥𝑛 = 𝑑},  (4) 

де 𝑛 – число дискрет (сегментів),𝑑, 𝑎 – нижня та верхня межі носія нечіткого числа. 
У другому випадку нечітке число також є множиною пар: 

𝐴 = {(𝑥𝑖
𝑎 , 𝛼𝑖), (𝑥𝑖

𝑑 , 𝛼𝑖) 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,  𝛼𝑖+1 − 𝛼𝑖 =
1

𝑛 − 1
,  𝛼0 = 0,  𝛼𝑛 = 1}. 

Дослідження [15] зазначає, що перший 

випадок є непридатним через можливі 
інформаційні втрати у разі, якщо інтервали 

обрані досить великими. Однак ми можемо 

побачити, що другий шлях також непридатний 
у випадку, якщо функція належності має 

кілька екстремумів. Тому для використання 

дискретизації осі ординат нечітке число 
необхідно апроксимувати тільки опуклою 

функцією належності. Але цим ми 

вноситимемо помилки в експертну думку. На 

нашу думку, найкращим рішенням є 
дискретизація осі абсцис за умови дотримання 

теореми Котельникова [27]. Таке 

представлення збільшує обчислювальну 

складність, однак у більшості випадків сучасні 
комп'ютери забезпечують необхідну 

швидкодію. 

Негативною властивістю більшості 
відомих підходів до реалізації арифметичних 

операцій на нечітких числах є різке 

збільшення носія. Багато досліджень, 
наприклад [28, 29], відзначають цю 

властивість арифметичних операцій, 

заснованих на принципі розширення Заде. Ця 

властивість стає важливим недоліком у 
завданнях, у яких алгоритм розрахунку 
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багаторазово перетворює вихідні нечіткі 

величини. 
Розглянемо найпростіший приклад. 

Рис. 1 ілюструє складання двох нечітких 

чисел, які мають потужність носія 

|Supp(𝐴)| = |Supp(𝐵)| = 4. Результат 
складання має потужність носія 
|Supp(𝐴 + 𝐵)| = 8. Якщо до результату 

послідовно додавати число 𝐵, то потужність 
носія щоразу буде збільшуватися на 4. Після 

п’яти додавань потужність носія результату 

збільшиться до |Supp(𝐴 + 𝐵 + 𝐵 + 𝐵 + 𝐵 +
𝐵)| = 24, тобто в шість разів у порівнянні з 
вихідним нечітким числом (див. рисунок 2). 

Невизначеність результату також різко 

зростає. Зокрема, 

для цього прикладу кардинальне 
число (сума ступенів належності) нечіткої 

множини зросте з Card(𝐴) = 2 до 

Card(𝐴 + 𝐵 + 𝐵 + 𝐵 + 𝐵 + 𝐵) = 12. 

 
Рис. 2. Збільшення носія результуючого нечіткого числа та зміна форми функції належності 

під час підсумовування двох трикутних нечітких чисел 

Очевидно, що великий розкид можливих 

значень нечіткої величини робить розрахунки 

з нечіткими числами малопридатними для 
прийняття рішення в практичних задачах. 

Якщо припустити, що в наведеному вище 

прикладі результат описує прогнозовану 

потребу в боєприпасах, то діапазон від 6 до 30 
одиниць не придатний, щоб зробити висновок 

з логістики, оскільки ця оцінка практично 

рівнозначна повній невизначеності. 
Звідси витікає мета дослідження, яка 

полягає в розробці алгоритму кількісних 

обчислень з нечіткими числами, який обмежує 

зростання носія числа-результату в разі 
виконання кількох арифметичних операцій. 

Виклад основного матеріалу. Чи 

можна обмежити збільшення носія 

результуючого нечіткого числа? Дж. Клір 

запропонував [5] використовувати додаткову 

інформацію, яка не береться до уваги у 
стандартній нечіткій арифметиці [1]. Цю 

інформацію він представив у вигляді 

“необхідних обмежень”, які випливають із 

смислу операндів. Наприклад, обмеження 
рівності має бути враховано, коли обидва 

операнда є станами однієї і тієї ж 

лінгвістичної змінної, тобто базова змінна не 
може мати одночасно два різні значення. Дж. 

Клір запропонував додати до стандартної 

нечіткої арифметики обмеження у вигляді 

відношення на декартовому здобутку двох 
нечітких інтервалів. Тоді стандартні вирази (2) 

та (3) записуються таким чином: 

𝜇𝐶(𝑧) = sup
𝑧=𝑥⨂𝑦

min{𝜇𝐴(𝑥),  𝜇𝐵(𝑦), 𝑅(𝑥, 𝑦)}, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  ℝ  і 

(𝐴⨂𝐵)𝑅 
𝛼 = {𝑥⨂𝑦 ∣ (𝑥, 𝑦) ∈ ( 𝐴 

𝛼 × 𝐵 
𝛼 ) ∩ 𝑅 

𝛼 }, 
де Rє чітке чи нечітке бінарне відношення на 

множині 𝐴 
𝛼 × 𝐵 

𝛼 . 

Зауважимо, що обмеження для 

арифметичних виразів, що містять 𝑚 нечітких 

чисел, формулюються як 𝑚 мірні відносини. 
Використання підходу [5] дозволяє 

обмежити носій нечітких чисел. Але при 
вирішенні практичних завдань виникають 
проблеми. Оскільки необхідні обмеження 
випливають із смислу операндів, важко 

розробити обчислювальний алгоритм, який 
був універсальним всім задач. У кожному 
випадку набір обмежень має бути різним. Крім 
того, програмна реалізація алгоритму 

розраховує результат арифметичних виразів 
послідовно, відповідно до пріоритету 
арифметичних операцій. Це ускладнює 

реалізацію згаданих 𝑚-мірних відношень. 
Виходячи з цього, в універсальному 
обчислювальному алгоритмі можлива 
реалізація, мабуть, лише одного необхідного 
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обмеження – обмеження рівності. Однак, як 

зазначено у дослідженні [5], використання 
обмеження рівності не дає змоги обмежити 
носій результату у разі додавання. 

Запропонований обчислювальний 

алгоритм. Для реалізації програмного 
забезпечення пропонується новий 
обчислювальний алгоритм арифметичних 
операцій с нечіткими числами, які мають 

довільну, необов’язково опуклу функцію 
належності. Такі нечіткі числа далі 
називаються числовими нечіткими 
множинами (ЧНМ). ЧНМ дискретизовані по 

осі абсцис і представлені парами (4). Як 

показано [30], арифметичні операції можуть 

бути успішно реалізовані для випадку, коли 
нечіткі числа представлені в 
дискретизованому вигляді. 

Запропонований алгоритм базується на 

поданні результату арифметичної операції у 
вигляді бінарного нечіткого відношення двох 
ЧНМ та виборі з цього відношення умовної 
проекції, яка має максимальну функцію 

належності та максимальний ступінь 
невизначеності. Розглянемо цей алгоритм. 

Крок 1. Введення дискретизованих ЧНМ 

𝐴 та 𝐵 згідно з (4): 

𝐴 = {(𝑥𝑖 , µ(𝑥𝑖)),  𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,  𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 =
𝑎 − 𝑎

𝑛 − 1
,  𝑥0 = 𝑎,  𝑥𝑛 = 𝑎, µ(𝑥𝑖) ∈ [0,1]}, 

𝐵 = {(𝑦𝑗, 𝜗(𝑦𝑗)) ,  𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,  𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗 =
𝑏 − 𝑏

𝑛 − 1
,  𝑦0 = 𝑏,  𝑦𝑛 = 𝑏, 𝜗(𝑦𝑗) ∈ [0,1]}, 

де 𝑎 і 𝑎 – нижня і верхня межі носія 𝐴, SuppA = [𝑎, 𝑎]; 

𝑏 і 𝑏 – нижня та верхня межі носія 𝐵, SuppB = [𝑏, 𝑏], 𝑎, 𝑎, 𝑏, 𝑏 ∈ ℝ. 

Крок 2. Отримання бінарного нечіткого 

відношення 𝐷 = 𝐴 × 𝐵, що задовольняє умову: 

𝐷 = {

𝑑00 … 𝑑0𝑛

… 𝑑𝑖𝑗 …

𝑑𝑛0 … 𝑑𝑛𝑛

}, 

де 𝑑𝑖𝑗 = {𝑧𝑖𝑗, 𝜔𝑖𝑗}, 𝑧𝑖𝑗 = 𝑥𝑖⨂𝑦𝑗, 𝜔𝑖𝑗 =

min (𝜇(𝑥𝑖), 𝜗(𝑦𝑗)), 

⨂ – позначення арифметичної операції. 

Крок 3. Перегляд всіх елементів 𝑑𝑖𝑗 і 

знаходження множини 𝑃 пар індексів, для 
яких функція належності максимальна: 

𝑃 = {(𝑠𝑘 , 𝑐𝑘), 𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑛2} ∣ 𝜔𝑠𝑘𝑐𝑘
= max

𝑖,𝑗=1,𝑛
𝜔𝑖𝑗}. (5) 

Крок 4. Визначення множини 𝐸 
потенційних рішень арифметичної операції. 

Для кожної пари індексів (𝑠𝑘 , 𝑐𝑘) ∈ 𝑃 
визначається два потенційних рішення, які є 

рядком 𝐷𝑘
𝐴 = {𝑑𝑠𝑘,𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛}, і стовпцем 𝐷𝑘

𝐵 =

{𝑑𝑖,𝑐𝑘
, 𝑖 = 1, 𝑛} відношення 𝐷. У цьому 

випадку 𝐸 = ⋃ {𝐷𝑘
𝐴 ∪ 𝐷𝑘

𝐵}𝑘=1,|𝑃|̅̅ ̅̅ ̅̅ . Зауважимо, 

що для унімодальних дискретизованих ЧНМ 
|𝐸| = 2. 

Крок 5. Розрахунок ступеня 
невизначеності для кожного потенційного 

рішення. 
Позначимо безліч 𝐸 як  𝐸 =

{𝐸𝑙, 𝑙 = 1, |𝐸|}, де 𝐸𝑙 = {𝑒𝑖
𝑙 , 𝑖 = 1, 𝑛} ⊂ 𝐷, 𝑒𝑖

𝑙 =

{(𝑧𝑖
𝑙 , 𝜔𝑖

𝑙)|𝑧𝑖
𝑙 ∈ℝ, 𝜔𝑖

𝑙 ∈ [0,1]}. Тоді, за аналогією 

з [31], ступінь невизначеності 
дискретизованого ЧНМ розраховується так: 

𝑓(𝐸𝑙) = ∑(𝑧𝑖+1
𝑙 − 𝑧𝑖

𝑙) ∙ 𝜔𝑖
𝑙

𝑛−1

𝑖=1

. 

Крок 6. Вибір рішення 𝑅 арифметичної 

операції з множини 𝐸з максимальним 
ступенем невизначеності: 

𝑅 = 𝑎𝑟𝑔 {max
𝐸𝑙∈𝐸

𝑓(𝐸𝑙)}. 

Крок 7. Вивід 𝑅. 
Зауважимо, що на практиці швидкодія 

сучасних комп’ютерів дозволяє без відчутної 
затримки виконувати досить велику кількість 
арифметичних операцій. 

Також зауважимо, що потужність носія 
будь-якого потенційного рішення (див. 
Крок 2), отриманого запропонованим 
алгоритмом, завжди менша за потужність 
рішення, отриманого з використанням 
принципу розширення Заде (2), оскільки у 
представленні (4) носії обох нечітких чисел 

впорядковані за зростанням 𝑥𝑖+1 > 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, 
то |𝑧𝑖𝑛 − 𝑧𝑖0| < |𝑧𝑛𝑛 − 𝑧00| и |𝑧𝑛𝑖 − 𝑧0𝑖| <
|𝑧𝑛𝑛 − 𝑧00| ∀ 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅. З цього випливає, що: 

запропонований алгоритм обмежує 
збільшення носія результуючого ЧНМ; 

отримані алгоритмом рішення можна 
розглядати як часткові рішення традиційної 
нечіткої арифметики (2), на які повною мірою 
поширюються її закони і правила. 

Числові приклади 

Приклад 1. Розглянемо додавання двох 

ЧНМ 𝐴 та 𝐵, які мають симетричні функції 

належності. 
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 ЧНМ A 

 1/0 1.2/0.2 1.4/0.4 1.6/0.6 1.8/0.8 2/1.0 2.2/0.8 2.4/0.6 2.6/0.4 2.8/0.2 3/0 

 ЧНМ B 

 5/0 5.4/.02 5.8/0.4 6.2/0.6 6.6/0.8 7/1.0 7.4/0.8 7.8/0.6 8.2/0.4 8.6/0.2 9/0 

 результат D=A+B 

 6/0 6.4/0 6.8/0 7.2/0 7.6/0 8/0 8.4/0 8.8/0 9.2/0 9.6/0 10/0 

 6.2/0 6.6/0.2 7/0.2 7.4/0.2 7.8/0.2 8.2/0.2 8.6/0.2 9/0.2 9.4/0.2 9.8/0.2 10.2/0.2 

 6.4/0 6.8/0.2 7.2/0.4 7.6/0.4 8/0.4 8.4/0.4 8.8/0.4 9.2/0.4 9.6/0.4 10/0.2 10.4/0 

 6.6/0 7/0.2 7.4/0.4 7.8/0.6 8.2/0.6 8.6/0.6 9/0.6 9.4/0.6 9.8/0.4 10.2/0.4 10.6/0 

 6.8/0 7.2/0.2 7.6/0.4 8/0.6 8.4/0.8 8.8/0.8 9.2/0.8 9.6/0.6 10/0.4 10.4/0.2 10.8/0 

𝐸1 7/0 7.4/0.2 7.8/0.4 8.2/0.6 8.6/0.8 9/1.0 9.4/0.8 9.8/0.6 10.2/0.4 10.6/0.2 11/0 

 7.2/0 7.6/0.2 8/0.4 8.4/0.6 8.8/0.8 9.2/0.8 9.6/0.8 10/0.6 10.4/0.4 10.8/0.2 11.2/0 

 7.4/0 7.8/0.2 8.2/0.4 8.6/0.6 9/0.6 9.4/0.6 9.8/0.6 10.2/0.6 10.6/0.4 11/0.2 11.4/0 

 7.6/0 8/0.2 8.4/0.4 8.8/0.4 9.2/0.4 9.6/0.4 10/0.4 10.4/0.4 10.8/0.4 11.2/0.2 11.6/0 

 7.8/0 8.2/0.2 8.6/0.2 9/0.2 9.4/0.2 9.8/0.2 10.2/0.2 10.6/0.2 11/0.2 11.4/0.2 11.8/0 

 8/0 8.4/0 8.8/0 9.2/0 9.6/0 10/0 10.4/0 10.8/0 11.2/0 11.6/0 12/0 

      𝐸2      

Відношення 𝐷 має лише один елемент з 

максимальним ступенем належності 𝑑6,6 =
(9/1.0). Множина 𝐸 складається з двох 

потенційних рішень: 𝐸1 = {𝑑6,𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛} і 

{𝐸2 = 𝑑𝑖,6, 𝑖 = 1, 𝑛}, які мають ступені 

невизначеності 𝑓(𝐸1) = 2, 𝑓(𝐸2) = 1. 

Відповідно до запропонованого 
алгоритму, результат додавання 

𝑅 = {(𝑧6𝑗 , 𝜔6𝑗), 𝑗 = 1, 𝑛} розташований у 

рядку і має потужність носія |S𝑢𝑝𝑝𝑅| = 4. Для 

порівняння, результат додавання 𝑄, 

розрахований за принципом розширення Заде, 
розташований по діагоналі нечіткого 

відношення 𝐷. Ступінь невизначеності даного 

рішення 𝑓(𝑄) = 3, а потужність носія складе 
|Supp𝑄| = 6. 

Приклад 2. Розглянемо додавання 

ЧНМ, показаних на рис. 1. 

ЧНМ A 

1/0 1,4/0,2 1,8/0,4 2,2/0,6 2,6/0,8 3/0,9 3,4/1,0 3,8/0,7 4,2/0,4 4,6/0,2 5/0 

ЧНМ B 

1/0 1,4/0,2 1,8/0,4 2,2/0,7 2,6/1,0 3/0,9 3,4/0,8 3,8/0,6 4,2/0,4 4,6/0,2 5 

потенційне рішення 𝐸1 = 𝐴 + 𝐵 

4,4/0 4,8/0,2 5,2/0,4 5,6/0,7 6/1,0 6,4/0,9 6,8/0,8 7,2/0,6 7,6/0,4 8/0,2 8,4/0 

потенційне рішення 𝐸2 = 𝐴 + 𝐵 

3,6/0 4/0,2 4,4/0,4 4,8/0,6 5,2/0,8 5,6/0,9 6/1,0 6,4/0,7 6,8/0,4 7,2/0,2 7,6/0 

Цей приклад показує, що у деяких 
випадках запропонований алгоритм потребує 

додаткових умов вибору однозначного 

рішення 𝑅 з 𝐸. 

Як бачимо, два ЧНМ з множини 

потенційних рішень 𝐸 мають однакову 

потужність носія, їх функції належності 

несиметричні щодо своїх максимумів, але 
симетричні відносно одне до одного. Тут 

запропонований алгоритм отримав два 

потенційні рішення з однаковими ступенями 

невизначеності: 𝑓(𝐸1) = 𝑓(𝐸2) = 2.08, тобто 
будь-яке з цих рішень може бути результатом. 

Яке рішення вибере алгоритм залежатиме 
тільки від його програмної реалізації. 

Зауважимо, що форма функції 

належності 𝐸1 відповідає операнду 𝐵, а 𝐸2 – 

операнду 𝐴. Тому функція належності 
результату повторюватиме функцію 

належності одного з операндів. У випадку, 

якщо носії операндів мають різні потужності, 
функція належності буде мати форму того 

операнда, який є більш невизначеним. 

Операнд з більшою невизначеністю містить 

більше інформації та поглинає менш 
невизначений операнд, що можна вважати 

природним з погляду принципу збереження 
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ентропії. Іншими словами, запропонований 

алгоритм вибирає рішення з максимальним 
ступенем невизначеності та одночасно прагне 

зберегти інформацію про форму функції 

належності вихідних ЧНМ. 
З точки зору принципу збереження 

ентропії, на відміну від запропонованого 

алгоритму, стандартна нечітка арифметика 

максимально зберігає невизначеність вихідних 
операндів за рахунок збільшення потужності 

носія, проте втрачає інформацію про форму 

функції належності операндів. Це можна 

побачити на рис. 3, де функція належності 

ЧНМ 𝐴 є більш пологою праворуч, функція 

належності ЧНМ 𝐵 є більш пологою ліворуч і 

більш невизначеною (оскільки Card𝐵 >
Card𝐴), проте результат (𝐴 + 𝐵) є більш 
пологі праворуч. Іншими словами, функція 

належності результату набуде форми менш 

невизначеного операнда. 

 
Рис. 3. Зміна форми функції належності при додаванні двох трикутних нечітких чисел з різною 

невизначеністю 

Приклад 3. Розглянемо зміну носія 
ЧНМ внаслідок виконання кількох 

арифметичних операцій, використовуючи 

ЧНМ 𝐴 і 𝐵, що показані на рис. 2. 

Дискретизація не впливатиме на висновки, 
оскільки нас цікавить потужність носія, який 

представлений точно. Результат додавання 
(𝐴 + 𝐵 + 𝐵 + 𝐵 + 𝐵 + 𝐵) показано нижче: 

ЧНМ A 

1/0 1,4/0,14 1,8/0,29 2,2/0,43 2,6/0,57 3/0,71 3,4/0,86 3,8/1,0 4,2/0,66 4,6/0,33 5/0 

ЧНМ B 

1/0 1,4/0,33 1,8/0,66 2,2/1,0 2,6/0,86 3/0,71 3,4/0,57 3,8/0,43 4,2/0,29 4,6/0,14 5/0 

результат A+B 

4,8/0 5,2/0,33 5,6/0,66 6/1,0 6,4/0,86 6,8/0,71 7,2/0,57 7,6/0,43 8/0,29 8,4/0,14 8,8/0 

результат A+B+B 

8,6/0 9/0,33 9,4/0,66 9,8/1,0 10,2/0,86 10,6/0,71 11/0,57 11,4/0,43 11,8/0,29 12,2/0,14 12,6/0 

результат A+B+B+B 

12,4/0 12,8/0,33 13,2/0,66 13,6/1,0 14/0,86 14,4/0,71 14,8/0,57 15,2/0,43 15,6/0,29 16/0,14 16,4/0 

результат A+B+B+B+B 

16,2/0 16,6/0,33 17/0,66 17,4/1,0 17,8/0,86 18,2/0,71 18,6/0,57 19/0,43 19,4/0,29 19,8/0,14 20,2/0 

результат A+B+B+B+B+B 

20/0 20,4/0,33 20,8/0,66 21,2/1,0 21,6/0,86 22/0,71 22,4/0,57 22,8/0,43 23,2/0,29 23,6/0,14 24/0 

Як бачимо, потужність носія результату 

не змінюється: |Supp(𝐴 + 𝐵)| = |Supp(𝐴 +
𝐵 + 𝐵)| = ⋯ = 4. На практиці ця властивість 
запропонованого алгоритму дозволяє 

отримати результат, придатний до прийняття 

рішення. З цього також слідує, що рівень 
невизначеності результату дорівнює рівню 

невизначеності вихідних операндів. Тобто 

операція додавання не добавляє 

невизначеності в результат. Це 
представляється цілком логічним. 

Аналіз властивостей пропонованого 

алгоритму. Використання запропонованого 
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алгоритму пов'язане з двома питаннями, які 

потребують дискусії. 
Питання 1. Про необхідність виконання 

властивостей стандартної арифметики. 

Судячи з кількості публікацій, багато авторів 
вважають за необхідне суворе дотримання 

властивостей стандартної арифметики дійсних 

чисел під час виконання арифметичних 

операцій із ЧНМ. Проте, як було показано 
вище, ефективність стандартної арифметики 

на практиці виявляється сумнівною через різке 

зростання носія результуючого ЧНМ. Ці 
сумніви є мотивом для перегляду вимог до 

властивостей нечіткої арифметики і 

породжують концептуальне питання: чому 

нечітка арифметика має дотримуватись 
правил, запроваджених у стандартній 

арифметиці? Спробуємо відповісти на це 

запитання. 
Нечіткі множини є розширенням 

традиційних множин. Зокрема, концепція 

нечіткої множини дозволила використовувати 
розширений діапазон значень для 

вимірювання належності елементів до 

множини, а також дозволила представити 

стандартні множини як окремий випадок 
нечітких множин. 

Але розширення значить збереження 

актуальності обмежень вихідного концепту, 
оскільки він тепер є частковим випадком 

розширеного концепту. Навпаки, природно 

припустити, що окремий випадок 
породжується із розширеного випадку шляхом 

запровадження додаткових обмежень, які 

звужують розширений концепт. Тому, на наш 

погляд, прагнення поширити властивості 
арифметики дійсних чисел на нечітку 

арифметику є сумнівним. Це припущення 

породжує таке питання: яким чином слід 
змінити властивості арифметики дійсних 

чисел? 

На наш погляд, відповідь має випливати 

із природи невизначеності як узагальнення. 
Можна погодитись з думкою дослідження [6] 

щодо заміни відношення суворої 

еквівалентності відношенням адитивної та 
мультиплікативної, тобто більш м'якої 

еквівалентності. Оскільки нечіткі числові 

величини можна представити як узагальнення 
стандартних числових величин, то й 

властивості арифметичних операцій на ЧНМ 

природно і логічно представити як 

узагальнення властивостей стандартної 
арифметики. 

Питання 2. Про принцип розширення 

Заді. Відповідно до цього принципу, результат 
арифметичної операції формується шляхом 

поєднання всіх можливих комбінацій 

елементів носіїв ЧНМ, щоб не допустити 
інформаційних втрат. Це є причиною різкого 

збільшення потужності носія результуючого 

ЧНМ при розрахунку результату 
арифметичного виразу. 

У першому числовому прикладі можна 

помітити, що згідно з принципом розширення 

Заде результат арифметичної операції 

розташований по діагоналі відносини 𝐷. 

Однак це справедливо лише для випадку 

симетричних функцій належності обох 
операндів. Якщо ми перемістимо максимум 

функції належності одного з операндів, носій 

результату залишиться на діагоналі, а 

максимум функції належності переміститься 

на інше місце. Тобто у відношенні  𝐷 

результуюче ЧНМ буде розшаровуватися. 

Використання операції супремуму дозволяє 
уникнути впливу цього ефекту, проте через цю 

операцію форма функції належності 

змінюється і таку зміню важко пояснити. 
Результат, отриманий на основі 

принципу розширення Заде, схожий на 

діагональну проекцію бінарного нечіткого 

відношення, яка отримується шляхом 
згортання за допомогою супремуму: 

𝑅 = {(𝑟𝑗, 𝜑𝑗), 𝑟𝑗 ∈ ℝ, 𝜑𝑗 ∈ [0,1], 𝑗 = 1, 𝑛, }, 

де 𝑟𝑗 = 𝑧𝑖=𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛,  𝜑𝑗 = sup
𝑖=1,𝑛

𝜔𝑖𝑗 . 

Тоді запропонований алгоритм можна 

розглядати як алгоритм отримання умовної 

проекції того же відношення 𝐷, де умовою є 

максимум функції належності (5). Іншими 

словами, запропонований алгоритм отримує 

рішення не шляхом згортання елементів 

відношення, а шляхом вибору однієї з умовних 

проекцій. 

Повертаючись до розглянутого першого 

питання, можна зазначити наступне. Оскільки 

запропонований алгоритм вводить додаткову 

умову, яка звужує узагальнене рішення, то 

рішення цього алгоритму будуть обмежені, але 

збережуть властивості узагальненого концепту.  

На рис. 4 продемонстровано збереження 

властивостей традиційної нечіткої арифметики у 

запропонованому алгоритмі. Як видно з рисунку, 

дотримання трьох головних властивостей 

стандартної арифметики має місце – форми 

функції належності і носії нечітких чисел 

співпадають. Фрагменти знімків екрана отримані 

за допомогою надбудови “Fuzzy для Excel”. 

Реалізація запропонованого алгоритму в 

офісному програмному забезпеченні Microsoft 

Excel. Багато дослідників не розглядали 
розроблені алгоритми нечіткої арифметики як 

виключно наукові досягнення. Вони широко 

застосовували ці алгоритми для вирішення 
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практичних завдань [32-35], часто з допомогою 

спеціальних пакетів програм, таких як 

“Математика”. Іноді дослідники самостійно 

розробляли спеціальні програми [36-38]. Однак 

ці програми не стали широко поширеними через 

вузьку спеціалізацію або складність інтерфейсу 

користувача. Іншими словами, проблема 

доступності нечіткої арифметики для широкого 

кола інженерів та аналітиків сьогодні 

залишається актуальною. 

Початкові ЧНМ 

A B 

  
C D 

  
Властивість комутативності: 𝐴 + 𝐵 ≅ 𝐵 + 𝐴 

𝐴 + 𝐵 𝐵 + 𝐴 

  
Властивість асоціативності: (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 ≅ 𝐴 + (𝐵 + 𝐶) 

(𝐴 + 𝐵) + 𝐶 𝐴 + (𝐵 + 𝐶) 

  
Властивість дистрибутивності: 𝐷 ∙ (𝐴 + 𝐵) ≅ (𝐷 ∙ 𝐴) + (𝐷 ∙ 𝐵) 

𝐷 ∙ (𝐴 + 𝐵) (𝐷 ∙ 𝐴) + (𝐷 ∙ 𝐵) 
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Рис. 4. Збереження властивостей традиційної нечіткої арифметики в запропонованому алгоритмі 

Звертаючи увагу на це, автори 

розробили надбудову “Fuzzy for Excel” для 

офісного програмного забезпечення “Microsoft 
Excel”, яке широко використовується для 

виконання арифметичних розрахунків в різних 

сферах науки, техніки и бізнеса. Посилання 

для завантаження:  

https://1drv.ms/f/c/6a215c39cc7b74ec/Eq_Y17O-

kVtOoOb5EmLyDecB9lRLlvWE3yUXyaJ0Kw03LA. 

Інсталяція надбудови дуже проста і 
описана в інструкції, яка теж розташована за 

наведеним посиланням. 

Для спрощення в надбудові ЧНМ 
називаються нечіткими числами. Вони 

видаються у вигляді дискретизованих нечітких 

множин, які складаються з 21-го елемента 
носія та відповідних значень функції 

належності. Надбудова реалізує багато 

інструментів та функцій, які забезпечують 

створення, обробку та аналіз нечітких чисел. 
Також надбудова містить кілька функцій для 

опису та обробки невизначеності за 

допомогою нечітких мір Сугено [39] та 
нечітких інтегралів. Основи функціонування 

надбудови, а також опис інструментів і 

функцій містяться в системі допомоги та 
посібнику з використання. 

Висновки. Запропонований алгоритм 

виконання арифметичних операцій не 

суперечить базовим властивостям стандартної 
нечіткої арифметики. Алгоритм забезпечує 

обмеження носія результуючого ЧНМ, а також 

те, що рівень невизначеності результату 
визначається рівнем невизначеності вихідних 

даних. Запропонований алгоритм не вносить 

додаткової невизначеності. Це дозволяє на 

практиці поліпшити якість даних для 
прийняття рішень, що важливо у разі 

виконання великої кількості арифметичних 

операцій під час оперативних розрахунків. 
Запропонований алгоритм має велику 

обчислювальну складність, проте це не є 

перешкодою для реалізації алгоритму в 
програмному забезпеченні з огляду на 

швидкодію сучасних комп'ютерів. 
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Fuzzy Quantitative Computing Algorithm for Operational Calculations 
 

Annotation 

Performing arithmetic computations during operational calculations is almost always associated 

with quantitative values that can only be estimated approximately. Examples include the distance to the 
front line (line of contact), the number of weapons and military equipment, the time required to execute 

a maneuver, and others. The uncertainty of quantitative values may arise from various sources, such as 

incomplete data, imprecise linguistic descriptions, or other factors. 

To perform arithmetic operations under such conditions, the user must have at least three tools for: 
defining the values of initial fuzzy quantities; 

calculating the resulting fuzzy quantities (in most cases, four basic arithmetic operations – 

addition, subtraction, multiplication, and division – as well as ranking are sufficient); 
computing the characteristics of the resulting fuzzy quantities for decision-making. 

The aim of this study is to develop an algorithm for quantitative computations with fuzzy numbers 

that restricts the growth of the support of the result when performing multiple arithmetic operations. 
This paper proposes a new algorithm of fuzzy arithmetic (performing arithmetic operations with 

operands represented as fuzzy numerical values) for operational calculations. Unlike known algorithms, 

the proposed one effectively constrains the expansion of the result’s support in a sequence of multiple 

arithmetic operations, making it suitable for operational calculations under uncertainty. This 
improvement enhances the quality of data for decision-making in practice, which is particularly 

important when carrying out a large number of arithmetic operations in operational contexts. Although 

the algorithm has relatively high computational complexity, this does not hinder its implementation in 
software, considering the performance of modern computers. 

Keywords: fuzzy arithmetic; fuzzy numerical value; maximum entropy principle; fuzzy sets; algorithm; 

operational calculations. 

 


